
第 8 8 章
計量與質性預測變數之迴歸模型

Regression Models for Quantitative and Qualitative Predictors



8.1 多項式迴歸模型
Polynomial Regression Models

多項式迴歸模型的使用

• 多項式迴歸模型兩個基本的使用型態為：

1.真正的曲線反應函數的確為一個多項式函數。

2.真正的曲線反應函數未知或是非常複雜，但是透過多項

式迴歸模型可以做出不錯的近似效果。

• 採用多項式迴歸模型應注意的是外插風險，尤其是在高

階的多項式上，雖然多項式迴歸模型對手上的資料做出

不錯的配適，不過一旦在資料範圍外進行外插時，很有

可能會轉移到預期外的方向上。



單一預測變數的第二階模型

• 多項式迴歸模型可以包含一、二或更多個預測變數，並且

每一個預測變數可以有多種不同的乘冪，我們先從具有第

一、二階乘冪的單一預測變數之多項式迴歸模型開始：

(8.1)
其中，

• 多項式迴歸模型只有一個預測變數時，但模型中有第二階

乘幕項，所以稱為單一預測變數的第二階模型（second-
order model with one predictor variable ）所以這裡的預測變

數已經經過置中的程序 ，也就是取了對 的

離差。

• 預測變數採用置中的理由是因為X與X2經常有高度的相關

性，而造成利用標準方程式計算（X’X）-1的嚴重困難。



• 多項式迴歸模型主要是在反應指數的型態，在此形式為：

(8.2) 
迴歸模型(8.2)之反應函數為：

(8.3)
此一反應函數為一個拋物線，習慣上稱為二次反應函數 ，

圖8.1為兩個第二階多項式反應函數之例子。



多項式迴歸模型

• 這裡的迴歸係數βo表示當 x = 0 時，Y的平均反應，迴歸

係數β1稱為線性效應係數（linear effect coefficient），迴

歸係數β11稱為二次效應係數（quadratic effect 
coefficient）。

• 多項式反應函數之外插風

險可用圖8.1a的反應函數來

說明，如果在超過 x = 2 的
地方做外插，則此時函數

型態已經開始有向下的趨

勢，而可能與原反應函數

不配合。



單一預測變數的第三階模型

迴歸模型： (8.5)
其中，

反應函數為： (8.6)
圖8.2是兩個第三階多項式反應函數的例子。



單一預測變數的更高階模型

• 採用乘幕高於第三階之預測變數的多項式迴歸模型需特別小

心，由於這種迴歸係數不易解釋，同時在模型進行內插或外

插時也可能有很意外的結果。

• 由於在無重複觀察的模型配適中，足夠高階的多項式迴歸模

型將可能做到完全配適。

雙預測變數的第二階模型

迴歸模型：

(8.7)
其中

迴歸模型之反應函數為：

(8.8)



• 它是一個圓錐切面方程式，在迴歸模型(8.7)中包含了每一

個預測變數的線性、二次式與一個雙預測變數的交叉乘積

項，該交叉乘積項代表了這兩個預測變數的交互作用，而

係數β12稱為交互作用係數（interaction effect coefficient）
• 圖8.3是雙預測變數的第二階反應函數例子：

E{Y} = 1,740 - 4x1
2 - 3x2

2 - 3x1x2



• 圖中所示為反應曲面與等高曲線，等高曲線對應於不同的

預測變數水準下，將相同大小的反應值連起來，顯示出不

同的預測變數組合，圖8.3a的反應曲面 x1=x2=0 時達到最

高點，該圖中呈現一個具有鞍點的特別型態。



三預測變數的第二階模型

考慮下面的迴歸模型：

(8.9)

其中

稱為三預測變數的第二階模型，迴歸模型之反應函數為：

(8.10)

係數 β12 、 β13 、 β23 稱為成對預測變數之交互作用係數。



多項式迴歸模型的實作

• 配適多項式模型

只是一般線性模型（6.7）的特例，因此前面與模型配適有

關的推論結果在此均可適用。

• 階層式模型配適法

多項式迴歸模型近似一個真實的迴歸函數時，統計學家經

常會先配適第二階或第三階模型，然後探索是否適當的較

低階模型可用，例如先配適下面這個單一預測變數的模

型：

Yi=β0＋β1xi＋β11xi
2＋β111xi

3＋εi

接下來看看是否可以去掉立方項，甚至是二次項，因此需

檢定β111=0，甚至是β11＝0=β111=0，所以額外平方和

SSR之分解依照下列順序進行：



SSR（x）

SSR（x2|x）

SSR（x3|x, x2）

• 額外平方和SSR（x3|x, x2）適用於檢定β111=0，而檢定模型

是否僅為線性，亦即檢定β11＝0=β111=0，則可以利用SSR
（x2,x3|x）= SSR（x2|x）＋SSR（x3|x, x2）進行檢定。

• 在階層式模型配適法中，當多項式中的某一個乘幕項被保留

在模型中時，則所有相關的較低階項也應該保留在模型中，

因此不可以保留三次項，卻剔除二次項。

• 階層式模型配適法中關於多個預測變數的檢定類似前面所介

紹，例如保留一個二階交互作用項，則相關的一階預測變數

項都必須保留在模型中。



•以X表示的迴歸函數

當多項式迴歸模型產生後，通常我們會考慮使用原始變數，

而非置中後的變數，例如以置中變數 表示配適的

單預測變數第二階模型： (8.11)

用原始變數表示為： (8.12)
其中，

(8.12a)
(8.12b)
(8.12c)

• 以原始變數X表示的迴歸函數其配適值與殘差，跟用置中變
數x表示的迴歸函數其配適值與殘差相同，如同前面曾經提
過的，採用置中變數的目的僅在於減輕多項式迴歸模型中，
預測變數間存在多重共線性問題所造成的計算負擔。



個案實例

案例介紹

• 一位研究人員在新研發電池的初步小型實驗中，正在進行

關於充電率與溫度對於新研發電池的效應影響之研究，充

電率（x1）控制在三個水準下（0.6,1.0,1.4）（安培），周

圍溫度（x2）也控制在三個水準下（10,20,30）（℃），同

時控制影響電池放電的相關水準在固定的條件之下，電池

壽命（Y）用失效前的放電充電循環次數表示，表8.1的第

一、二、三欄為實驗進行結果的資料。

這位研究人員不能確定在各因子的研究範圍內，反應函數
的性質，因此他先配適了一個第二階多項式迴歸模型
(8.7)：

(8.13)
而其反應函數為：

(8.14)





為了顧及X1與X2所取水準之平衡性，研究人員將預測變數X1

與X2置中於各自的平均數後，再將尺度化為方便比較的單

位：

(8.15) 

• 上式所用的分母是採用各預測變數水準間的差距，轉換後的

預測變數資料在表8.1的第四、五欄中，透過（8.15）的轉換

後，預測變數將產生新的編碼值：-1、0、1，其平方與交叉

乘積在表8.1的第六、七、八欄中。



•透過編碼轉換程序後，第一階與第二階乘幕第相關性明顯降
低許多：

相關係數 相關係數

x1 與 x1
2： 0.991         x2 與 x2

2：0.986
x1 與 x1

2： 0.000         x2 與 x2
2：0.000   

由於兩個解釋變數之實驗水準採取平衡設計，所以透過編碼

轉換程序後相關係數為零，類似的情形，交叉乘積x1x2與x1、

x1
2、x2、x2

2的相關係數也變為零，降低了多重共線性之程序

將有助於避免計算上的不精確問題。



•配適模型

圖8.4是利用統計套裝軟體SAS的迴歸程序，進行模型（8.13）
配適的輸出結果，可以得到估計的迴歸函數為：

(8.16)





殘差圖

檢查迴歸模型（8.13）中對Ŷ、x1、x2之殘差圖及常態機率圖如

圖8.5，並無發現配適不佳之處，排序後的殘差與其常態期望值

的相關係數達到0.974，表B6支持誤差項服從常態分配之假設



配適度檢定

由於在x１= x2= 0的地方有三個重複的觀測值，純誤差很容易
得到：



SSPE=(157-157.33)2＋(131-157.33)2＋(181-157.33)2 = 1,40467
因為共有c=9種不同的預測變數水準組合，所以 SSPE 有n-c 

=11-9 = 2個自由度。

從圖8.4中可以得到 SSE = 5,240.44，所以（3.24）的配適不良

平方和為：

SSLF = SSE-SSPE = 5,240.44-1,404.67 = 3,835.77
有c-p = 9-6 = 3 個自由度，（此處p = 6是指模型(8.13)需估計

的迴歸係數），所以對於迴歸函數(8.14)配適不良之檢定，

檢定統計量（6.68b）：

F = 
在α=.05下，F（0.95；3,2）= 19.2 ≧ F*＝ 1.82，根據

（6.68c）的檢定法則可以接受迴歸函數（8.14）的配適。

82.1
2

67.404,1
3

77.835,3
=÷=

−
÷

− cn
SSPE

pc
SSLF



複判定係數

圖8.4在標示為R-square的地方為複判定係數，R2 = 0.9135，所

以新研發之電池壽命由充電率與周圍溫度的第一、二階乘幕

解釋後，可以縮減變異91%，調整的複判定係數在圖8.4在標

示為AdjR-sq的地方，Ra
2 = 0.8271，此係數低於複判定係數很

多，是因為雙預測變數多項式迴歸函數有相對較多之參數。

部份F檢定

第一階模型便足以解釋新研發電池壽命的效應影響，於是檢

定的假說為： H0  ：β11 = β22 = β12 ＝ 0
Hα： H0 之βs非全為0

在（2.27）的部份F檢定統計量為：

F =
( )

MSE
xxxxxxSSR

÷
3

,|,, 2121
2
2

2
1



• 如圖8.4最下面的順序，額外平方和為SSR（x1）=18,704，
第三項平方和為SSR（x2|x1）=34,202，以下類推，因此所

需之額外平方和SSR(x1
2,x2

2,x1x2|x1,x2)可以計算如下：

SSR(x1
2,x2

2,x1x2|x1,x2) = SSR(x1
2|x1,x2)＋SSR(x2

2|x1,x2,x1
2)+  

SSR(x1x2|x1,x2,x1
2,x2

2) = 1,646.0＋284.9＋529.0 =2,459.9

• 另外誤差均方可以從圖8.4中得到 MSE = 1,048.1，所以檢定

統計量為： F* = 

在α＝.05下，F(0.95；3 , 5) ＝ 5.41≧F*＝0.78，證據不

足以拒絕虛無假設，亦即模型可以暫時不需要用到曲線與

交互作用項，僅第一階模型便足夠了。

78.1.048,1
3

9.459,2
=÷



第一階模型

•基於上面的種種分析，研究人員現在決定下面的第一階模

型：

(8.17)

模型配適後所得到的估計反應函數為：

(8.18)

(8.16)

注意這裡的迴歸係數估計量b1與b2，跟（8.16）估計的結果相

同，但b0 (162.842)不同，這是因為對X1與X2選擇了適當的水

準所致，在迴歸係數估計量底下的括號，是估計量標準差，研

究人員進一步畫了一些與模型相關之殘差圖（未列出）並經過

分析後，確認了第一階模型（8.17）的適當性。



以X表示所配適的第一階模型 配適的第一階迴歸函數（8.18）
可以利用（8.15）轉回原始預測變數，結果為：

(8.19)

圖8.6是統計套裝軟體S-Plus關於配適的反應平面與資料的散佈

圖輸出



迴歸係數的估計

利用 Bonferroni 程序，以全族信賴係數 90%，估計的第一階

迴歸模型的雙預測變數之線性效應，這裡有g=2個陳述：

B = t [1-0.10/2(2)] = t(0.975,8)＝2.306 

在(8.18)中，b1與b2的標準差適用編碼變數的模型，由於所配

適的模型只有第一階項，所以配適出的模型（8.19）其迴歸

係數估計量為b’1與b’2之標準差為：

s{b’1}＝(1/0.4)s{b1}＝

s{b’2}＝(1/1.0) s{b2}＝

在應用(6.52)的 Bonferroni 信賴界限，可以得到 -139.58 ±
2.306(31.68) 及 7.55±2.306(1.267) ，亦即：

-212.6≦β1≦-66.5            4.6≦β2≦10.5

68.31
4.
67.12

=

267.1
10

67.12
=



多項式迴歸模型的進一步評論

• 這種模型往往比起其他非線性模型，或經過變數轉換後線性

模型，要浪費許多的自由度，而另外一個潛在的缺點就是即

使預測變數已經經過置中程序，還是可能存在有嚴重的多重

共線性問題。

• 在多項式迴歸模型中，可以利用正交多項式（orthogonal 

polynomials）來代替預測變數置中程序，正交多項的設計是

無相關性的



• 有時配適二次反應函數的本意就是為了當沒有重複觀測值可

用時，可以直接進行線性反應函數的檢驗，以便確定線性反

應函數的合理性，不過配適二次模型：

(8.20)

並檢定β11=0，其結果仍然不能確定線性反應函數適當，圖

8.2a 便是一例，如果從圖 8.2a 的反應函數取出一組觀測值

來配適模型（8.20），然後檢定β11=0，可能會得到β11= 0 
的結論，然而在此線性反應函數確實不適當，透過殘差的檢

驗將可以發現不良配適的情形，而必須進行多項式迴歸係數

之檢定。



8.2 交互作用迴歸模型

• 交互作用效應

一個含有(p - 1)個預測變數的迴歸模型，若其反應
變數可以表示成：

(8.21)

• 線性效應之迴歸模型交互作用之解釋

• 迴歸係數的解釋 計量的雙預測變數X1與X2對
於反應變數Y之影響為線性時，且X1與X2對於Y具
有交互作用效應，其模型如下：

(8.22) 



我們可以推導出當X2固定時，X1每增加一單位，平

均反應的改變量為：

(8.23)
類似的情形，當X1固定時，X2每增加一單位，平均反

應的改變量為：

(8.24)
一個預測變數的效應如何與另一個預測變數有關係。

在此案例中，市場銷售量（Y，萬元）對於銷售點的促

銷支出（X1，千元）與電視廣告支出（X2，千元）的

反應函數(6.3)是具有相加性的：

(8.25)





接下來我們來看圖8.7b，它在原來的反應函數中增

加了一個交叉乘積項 .5 ，該交叉乘積項的意義

代表了兩個預測變數對市場銷售量的交互作用，反

應函數為：

(8.26) 

假如迴歸模型(8.26)中， ，

(8.27)
它代表的意義將是兩個預測變數之交互作用造成電

視廣告支出高檔時，促銷活動每增加一單位，可以

產生的效應比低檔時可以產生的效應小







• 反應函數的形狀

• 曲線效應之迴歸模型交互作用之解釋

• 迴歸模型交互作用的實作





8.3 質性預測變數

• 二類別的質性預測變數

在保險新制的案例中，質性預測變數分成兩類，
假設我們定義X2與X3如下：

(8.30)

而第一階模型為：

(8.31)



解決此問題的一個簡單辦法就是剔除一個指標變
數，在這裡我們剔除X3，注意剔除一個指標變數
並非解決此問題的唯一辦法，不過這種方法使得
參數的解釋簡單多了。一般採用如下原則：

具有c種類別的質性變數可以用c - 1個指標變

數表示，每一個指標變數均採用0與1的值。

(8.32)
• 迴歸係數之解釋

在保險新制的案例中，剔除迴歸模型(8.31)中的指
標變數X3後，迴歸模型成為：

(8.33)



其中，

該迴歸模型之反應函數為：

(8.34)
接下來解釋迴歸模型中之係數的意義。首先對於公

司類別為合作社的情形，X2 = 0，所以反應函數

(8.34)成為：

合作社 (8.34a)
對於公司類別為股份公司的情形，X2 = 1，所以反

應函數(8.34)成為：

股份公司 (8.34b) 













• 超過二類別的質性預測變數

當質性預測變數之分類超過兩種時，則需要在迴
歸模型中增加指標變數。下面的例子是關於工具
耐用度Y對於工具速度X1與工具樣式的迴歸分
析，其中工具樣式是一個四種分類(M1、M2、
M3、M4)的質性預測變數，所以需要三個指標變
數，指標變數之定義如下：

(8.35)



第一階模型 第一階迴歸模型如下：

(8.36)

迴歸模型(8.36)之反應函數為：

(8.37)
關於模型中迴歸係數之意義，我們先考慮工具樣式

為M4時的反應函數，亦即X2 = X3 = X4 = 0時的反應

函數：

工具樣式M4 (8.37a)
同理當X2= 1, X3 = X4 = 0時，代表工具樣式為M1的
反應函數：

工具樣式M1 (8.37b)



類似的情形，代表工具樣式為M2、M3的反應函數分別

為：

工具樣式M2 (8.37c)

工具樣式M3 (8.37d)

經由反應函數(8.37c)與(8.37d)可以知道的點估計量為，

而此估計量之變異數為：

(8.38)





• 時間數列應用

指標變數在時間數列資料中的迴歸分析，經常是
很有用的工具。例如儲蓄Y對所得X所進行的迴歸
分析，其中儲蓄與所得都是連續多年的年度資
料，可能考慮模型為：

(8.39)
其中Yt與Xt分別代表的儲蓄與所得。假設資料使
用期間涵蓋了平時與戰時，由於戰時可能有較高
之儲蓄傾向，因此可以利用下面的迴歸模型：

(8.40)
其中，



如果每季的銷貨量會受到季別的影響，則合併季節

影響效應之第一階迴歸模型為：

(8.41)
其中，



8.4 使用指標變數之考慮

• 指標變數與配置碼

配置碼可以是任意的數值，在上例中假設沒有其
他的預測變數，則使用配置碼的第一階迴歸模型
為：

(8.42)
指標變數對於分組的間距並沒有任何假設前提，
完全是依據資料間的差別效應，則第一階迴歸模
型為：

(8.43)



此處 的意義在於衡量差別效應：

而 的意義在於衡量差別效應：

• 指標變數與計量變數

• 指標變數的其它編碼法

第一種編碼方式為：

(8.44)



其第一階線性迴歸模型為：

(8.45)
具有反應函數：

(8.46)
此一反應函數依照不同的公司類別，可以拆開為：

(8.46a)
(8.46b)

第二種編碼方式為去掉迴歸模型的截距項，然後對c
種類別的質性變數，分別用編碼值0與1的方法來定義
不同的類別，在前面的保險新制案例中，模型為：

(8.47) 



其中，

而兩個反應函數分別為：

(8.48a)

(8.48b)



8.5 計量與質性預測變數之交互作用

• 公司規模與公司類別很可能有交互作用的存在，
雖然模型中有一個質性的預測變數，交互作用項
仍然可以跟過去相同，利用交叉乘積項的形式引
進模型中，本案例中含有交互作用的第一階迴歸
模型為：

(8.49)
其中，

而反應函數為：

(8.50) 



• 迴歸係數之意義

首先在合作社的部份，由於 = 0，所以 = 0，
因此合作社下的反應函數(8.50)成為：

(8.50a)

其次，在股份公司方面，因為 = 1，所以 =
，因此在股份公司下的反應函數(8.50)成為：

或是：

(8.50b)











8.6 更為複雜之模型

• 質性預測變數多於一個

考慮廣告支出Y對銷售量X1、公司類型（有限公
司、非有限公司）、業務管理品質（高、低），
定義質性預測變數如下：

(8.51)

• 第一階模型 上例中的第一階迴歸模型為：

(8.52)



• 加入交互作用後的第一階模型

在上面的廣告支出案例中，第一階迴歸模型如果
增加了兩兩預測變數的交互作用項，模型成為：

(8.53)
• 僅有質性預測變數

迴歸模型也允許僅含有質性之預測變數。在上面
的廣告支出案例中，廣告支出可以只針對公司類
型與管理品質進行迴歸分析。第一階迴歸模型
為：

(8.54)



8.7 兩個或兩個以上迴歸函數之比較



• 肥皂生產線案例

• 暫時性模型

此模型假設了碎屑量Y與生產線速率X1的迴歸關
係，在兩條生產線上的表現均為直線，且有相同
的誤差項變異數，僅可能有不同的迴歸斜率與截
距。

(8.55)
其中，

• 診斷









• 對兩條迴歸直線的推論

兩條生產線之迴歸函數是否相同的問題，可以考
慮下面的假設檢定：

(8.56)
適當的檢定統計量為(7.27)：

(8.56a)
其中n為兩母體之樣本合併後之個案數，利用表
8.6之結果：



其次，分析人員想知道兩條生產線之迴歸函數是否

有相同的直線斜率，可以考慮下面的假設檢定：

(8.57)
適當的檢定統計量為(7.25)的t*統計量或是(7.24)的
部份F*統計量：

(8.57a)
利用表8.6以及部份F*統計量之結果：



• 儀器測定案例

兩套儀器的迴歸函數可能不同，因此採用下面的
模型

(8.58)
其中，

對於儀器A而言，X2 = 0，反應函數為：

儀器A (8.59a)



對於儀器B而言，X2 = 1，反應函數為：

儀器B  (8.59b)
因此檢定兩個反應函數是否相等，所涉及之假說為：

(8.60)
適當的檢定統計量為(7.27)：

(8.60a)

其中n為兩母體之樣本合併後之樣本大小。


