
第 7 7 章
複迴歸之二

Multiple Regression Ⅱ



• 本章在研究複迴歸所特有的主題，包含檢定迴歸係數時所需

的額外平方和、複迴歸模型的標準化版本，以及用以描述預

測變數間高度相關狀況的多重共線性等。

基本想法

• 額外平方和(extra sums of squares)是指在原有的迴歸模型

中，多加入一個或多個預測變數，造成誤差平方和 SSE 減少

的量，也可以視為加入一個或多個預測變數後，造成迴歸平

方和 SSR 增加的量。

7.1  額外平方和

(Extra sums of squares)



額外平方和



SSR(X1) =
SSE(X1) =



SSR(X1) =
SSE(X1) =

SSR(X2) =

SSE(X2) =



SSR(X1, X2) =
SSE(X1, X2) =

SSE(X1, X2 , X3) =
SSR(X1, X2 , X3) =







額外平方和 SSR（X1｜X2）定義

• 由於額外平方和是在衡量新舊兩種迴歸模型間的誤差平方

和 SSE 之差，若X1是後來才加入的新預測變數，則因此

可以定義：

(7.1a)
或

(7.1b)
若X2是後來才加入的新預測變數，則

(7.2a)
或

(7.2b)

將上述定義擴增至三個或三個以上時，例如：

(7.3a)



(7.3a)
或 (7.3b)
而且 (7.4a)
等價於 (7.4b)

分解SSR成為額外平方和

複迴歸的迴歸平方和 SSR 可以依照不同的額外平方和形式，而
有多種不同的總和分解方式，首先考慮(2.50)的等式

(7.5)

上式指出模型的預測變數為X1，現在利用(7.2a)的等式代入

(7.2a)

(7.6)

(7.2b)



• 於是形成兩個預測變數的複迴歸平方和等式，亦即：

(7.7)

根據(7.7)與(7.6)的結果，可以得到：

(7.8)

平方和 SSR(X1, X2) 分解成兩部份：(1) SSR（X1）表示模

型中預測變數X1的貢獻，（2）SSR（X2︱X1）表示當模型

中已經存在有預測變數X1時，再引進預測變數X2後所增加

的貢獻。

• 事實上，引進預測變數的順序可能會改變，所以平方和也

可以分解為：

(7.9)



• 圖7.1表示人體脂肪量案例中兩種不同的 SSR(X1, X2) 分解方

式 ，左圖長條為 SSTO 以及

(7.9)的分解方式，該圖中的空白部份為 SSR(X2)，接著為額外

平方和 SSR(X1︱X2)， 類似的做法，右圖長條(7.8) 的分解方

式 。
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當迴歸模型所引進的預測變數有三個時，則可能有多種

SSR(X1, X2, X3)的分解形式，例如：

(7.10a)

(7.10b)

(7.10c)
顯然當迴歸模型所引進的預測變數越多時，可能的分解形

式將大幅增加。

•包含 SSR 之分解的 ANOVA 表
此處我們透過ANOVA表來表示迴歸平方和SSR的分解，



• 首先表7.3是當迴歸模型引進三個預測變數(P-1=3)時，迴歸分
析套裝軟體所常用的分解方式，而表7.4則是將此一分解方式
應用在人體脂肪量案例中，n = 20, p = 4（程式例題練習：
SS1，SS2與之對照）。

(P-1=3)

(n-p)



• 當引進一個單獨的預測變數X時，額外平方和SSR(X2︱X1)

都將具有一個自由度，所以有關均方的計算方式與一般的平

方和一樣，例如表7.3的 MSR(X2︱X1) 之計算方式為：

MSR(X2︱X1)＝

• 如果同時引進兩個預測變數時，則額外平方和SSR(X2 ,X3|X1)
將具有兩個自由度，因為它可以表示成兩個各具有一個自由

度的額外平方和之總和，例如：

(7.11) 

所以均方可以計算如下：

( )
1

| 12 XXSSR



• 許多的電腦套裝軟體關於迴歸分析的程序，均提供分解SSR
為單一自由度下額外平方和的功能。一般而言，通常是依照

預測變數進入模型中之順序來進行分解，因此如果預測變數

進入的順序為X1、X2與X3，則輸出的額外平方和為：

SSR（X1） SSR(X 1|X2, X3)

SSR（X2|X1） SSR(X 2|X1, X3)

SSR  (X 3|X1, X2)                     SSR(X 3|X1, X2)

• 假設有必要一次引進多個預測變數時，則額外平方和可藉由

一個適當的單一自由度額外平方和的加總獲得，如前例中的

SSR（X2, X 3|X1），可以利用（7.11）將SSR（X2︱X1）與

SSR（X 3|X1, X2）加總起來即可。

連續 SSR 部分 SSR



• 如果需要計算SSR（X1, X 3| X2），則可以改變預測變數進入

模型中之順序，指定為X2、X1與X 3，或是X2、X 3與X1，前

者所得到的結果為：

SSR（X2）

SSR（X1| X2）

SSR（X 3|X1, X2）

而後面兩項之加總便是SSR（X1, X 3| X2）。

SSR（X1, X 3| X2） = SSR（X1| X2）+  SSR（X 3|X1, X2）

• 會對於額外平方和產生興趣，是因為它們牽涉到迴歸係數的

檢定，也就某些預測變數是否可以從模型中將它們踢除。



7.2 利用額外平方和檢定迴歸係數
Use of Extra Sums of Squares in Tests for Regression Coefficients

• 檢定單一

A.此處想檢定，複迴歸模型中的某一項（如βkkk）是否可以

剔除，首先考慮：

Ho：β3＝0

Hα：β3≠0

所適用的檢定統計量為（6.51b）：

t* ＝

B.此外，上述檢定也可以根據2.8節所介紹的一般線性檢定

方法來進行。我們先考慮三個預測變數的一階迴歸模型：

(7.12)  
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假設檢定為：

(7.13)
• 配適全模型後可以得到誤差平方和 SSE(F)，亦即：

SSE(F)＝SSE(X1, X2, X 3)
由於(7.12)之全模型中有四個參數P，所以上式之自由度為

dff = n - 4。
• (7.13)的Ho成立時可以得到縮減模型為：

(7.14)

配適此縮減模型後(P=3，β3=0)，可得到誤差平方和SSE(R)
＝SSE(X1, X2,)，自由度 dfR = n - 3。
一般線性檢定之統計量為(2.70)：
亦即：



亦即：

上式分子中的兩個誤差平方和之差正是（7.3a）式

的額外平方和：

SSE（X1, X2）－SSE（X1, X2, X 3）＝SSR（X 3|X1, X2）

所以一般線性檢定之統計量為：

(7.15)

又 F(1-α,1,n-4)，根據上述結果可以得知，在給定 X1 與

X2 後之模型，對虛無假設β3=0 之檢定可視為一種邊際檢

定，同時，額外平方和SSR（X 3|X1, X2）具有一個自由

度。





檢定多個 βk =0
在複迴歸中經常關心的是迴歸模型中的多個項是否可以剔

除掉。例如是否可以從全模型（7.12）中剔除掉β2 X2與

β3X3? 此時檢定虛無假設為：

(7.16)

採用一般的線性檢定，在成立下之縮減模型為：

(7.17)

且縮減模型的誤差平方和為

SSE（R）＝SSE（X1）

誤差平方和之自由度 dfR = n - 2。



一般線性檢定之統計量為（2.70）：

F*＝

上式分子中的兩個誤差平方和相減，是另外一個額外平方

和，亦即：

SSE（X1）－SSE（X1, X2, X 3）＝SSR （X2, X 3| X1）

檢定之統計量為：

(7.18)

又額外平方和SSR（ X2, X 3|X1）具有兩個自由度。此 F＊與

F(1-α,2,n-4) 比較。
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7.3  檢定迴歸係數之總結
Summary of Tests Concerning Regression Coefficients

• 檢定所有的 βk =0
式子(6.39)的整體F檢定是針對反應變數Y對於所有的預測
變數X，是否存在迴歸關係之檢定，檢定的虛無假設為：

(7.21)

而檢定的統計量為：

(7.22)



• 檢定單一 βk =0
針對特定迴歸係數βk =0 的部份F檢定，檢定的虛無假設為：

(7.23)
而檢定的統計量為：

(7.24)

當Ho成立時F*~F（1,n-p），F*越大越不容易拒絕虛無假設Ho



• 檢定多個 βk =0
這是另一種部份F檢定，檢定的虛無假設為：

(7.26)
為了方便表示，把要進行檢定的(p - q)個變數移至最後，

檢定的統計量為：

(7.27)

當Ho成立時，F*~F（p-q,n-p），F*越大越容易拒絕虛無假

設Ho。



• 檢定統計量（7.27）包含了前述的兩種情形。當 q = 1時，

即為檢定是否全部的迴歸係數均為零，而當 q = p-1時便成

為特定迴歸係數是否為零之檢定。如果統計套裝軟體有提

供所需的額外平方和，則

(7.28)



其他檢定

有時迴歸係數的檢定並不是針對單一或多個 βk =0，則無
法使用額外平方和，所以一定要分別配適全模型與縮減模
型，然後進行一般線性檢定，例如全模型中有三個預測變
數X：

(7.30)
而想檢定：

(7.31)
於是可以先配適全模型，然後配適縮減模型：

(7.32)

其中βc表示當Ho成立時，β1＝β2＝βc，而Xi1＋Xi2對應
的新預測變數X，然後可以應用（2.70）的一般F*統計
量，自由度為1與（n-4）。



• 另外一個額外平方和無法適用的例子為檢定迴歸模型(7.30)
中：

(7.33)
縮減模型為：

(7.34)
因為當Ho成立時，β1X1與β3X3均為已知，所以此縮減模

型採用了新的反應變數Y－3 X1－5 X3，然後應用（2.70）
的一般F*統計量，自由度為 2 與（n-4）。



7.4   偏判定係數
Coefficients of Partial Determination

•額外平方和SSR不僅可以使用複迴歸模型中關於迴歸係數檢

定，也可以利用來作為變數間關係程度的指標，稱之為偏判

定係數（coefficients of partial determination）。

•之前所提的複判定係數R2，是用來衡量當模型引進了整組的

X變數，可以降低多少關於Y變數的變異比率，而偏判定係數

則是用以衡量當模型引進了整組的X變數後，如果再增加一

個特定的X變數，可以降低Y變數變異的邊際貢獻比率。



雙預測變數

• 首先考慮（6.1）中的第一階模型：

Yi＝β1 Xi1＋β2 Xi2＋εi

誤差平方和 SSE(X2) 是可以用來衡量變數 X2 引進模型中

時，對於 Y 變數的變異影響，SSE(X1, X2)則是用來衡量變數

X1 與 X2 引進模型中時，對於 Y 變數的變異影響，因此當變

數 X2 已經在模型中時，變數 X1 對於 Y 變數的變異之邊際

貢獻比率為：

此一數值可以視為給定 X2 已經在模型中時，Y 變數與變數

X1 之間的偏判定係數，用符號 R2
Yl|2 表示：

(7.35)



• 類似的作法可以用來定義給定 X1 已經在模型中時，Y 變數

與變數 X2 之間的偏判定係數 R2
Y2|1 表示：

(7.36)

一般情形

上述關於偏判定係數的定義可以立即推廣至三個或三個以

上X變數的模型如：

(7.37)

(7.38)

(7.39)

(7.40)





偏相關係數

偏判定係數的平方根稱為偏相關係數（coefficients of partial 
correlation），其符號的正負與迴歸函數中對應的迴歸係數

相同，雖然偏相關係數的意義不如偏判定係數那麼明確，

不過在實務中經常使用，特別是在電腦程式中，對於如何

找出關於引進迴歸模型預測變數的最佳順序。



7.5 標準化複迴歸模型
Standardized Multiple Regression Model

• 對於（ 6.7）第一般複迴歸模型其標準化的形式，可以透過控

制標準方程式在計算上的捨入誤差，使得估計迴歸係數具有

相同單位後，以資比較。

標準方程式計算捨入誤差

• 透過標準方程式在計算結果，可能因中間過程的四捨五入而

相當地敏感，是有可能發生嚴重的捨入誤差。

• 下面兩種情形是造成對X`X取反矩陣時，具有嚴重捨入誤差

的高危險性：（1）X`X的行列式值接近零；（2）X`X內部

元素數值差距甚大。

• 標準化迴歸模型的轉換稱為相關轉換（correlation 
transformation），轉換後的X`X內部元素值均介於 ± 1 之間，

於是可以使得反矩陣的計算相對於原來的矩陣，比較不會因

數字差異過大而發生嚴重的捨入誤差。



迴歸係數的不可比較性

對於非標準化迴歸模型(6.7)的第二個缺點是由於單位不同，

迴歸係數通常無法直接進行比較，例如：

1. 考慮配適的反應函數如下： Ŷ＝200＋20,000X1＋0.2X2

可能會以為X1是為一重要的預測變數，X2對於反應變數Y作

用很小，事實上進行這種結論必須更加小心，因為並不知道

兩種變數的單位是什麼。假設反應變數Y的單位是元，而X1
的單位是千元，X2的單位是分，此時若固定X2，則X1每增加

一元（一單位），對平均反應的影響效果是兩萬元，其影響

效果跟固定X1時， X2 每增加一千千元(一百萬單位)之效果

相同。

2. 圖 6.5 Dwaine工作室的例子中，因X1是指十六歲以下的人

口數(單位是千人)，而X2是平均每人可支配所得(單位是千

元)，所以b1與b2完全不能比較。



相關轉換

• 應用相關轉換有助對於控制捨入誤差，同時由於各迴歸變

數之同單位化後，其迴歸係數也因此可以進行比較。

• 相關轉換是對於變數標準化做法再進行一個簡單的修改，

對於變數的標準化做法是藉由置中(centering)與定尺度

(scaling)兩種程序來完成的。

• 置中是取每一個觀測值與該變數的平均值之差，而定尺度

則是將已經置中過後的觀測值，轉化為以該變數之標準差

為單位，因此一般反應變數 Y 與預測變數 X1, …, Xp – 1其標

準化後如下：

(7.43a)

(7.43b)



其中 與 分別為Y與Xk觀測值的平均，而SY與Sk 則分別是
其標準差，定義如下：

(7.43c)                                                         (7.43d)
於是相關轉換可以藉由(7.43a,b)的標準化，簡單修改為：

(7.44a)

(7.44b)

•標準化迴歸模型
透過(7.44)的相關轉換後，進行配適的迴歸模型稱為標準化
迴歸模型：

(7.45)



• 因為在（7.45）的標準化迴歸模型下，透過最小平方估計量

或是最大概似估計量，所得到的截距項參數均為零，所以

（7.45）的標準化迴歸模型並沒有截距項。

• 標準化迴歸模型的參數β1*,…..,βp-1* 與一般複迴歸模型(6.7)
之參數β0, β1,….,βp-1有下列的關係：

(7.46a)

(7.46b)
所以標準化迴歸模型的參數βk*，與原迴歸係數βk， k = 
1,…p-1，兩者間的關係只差一個標準差比例 (7.46a) 的尺度

因子



轉換變數後的 X’X  矩陣

• 為了研究經過相關轉換後的X’X 與最小平方標準方程式的

特殊性質，可以將(6.67)中有關反應變數與預測變數兩兩相

關係數之相關矩陣分解為二：

1.第一個矩陣以rxx表示，稱為X變數的相關矩陣（correlation 
matrix），組成元素為所有X變數兩兩間的簡單相關係數，

其定義如下：

(7.47)

這裡的r12仍然代表變數X1與X2簡單相關係數，其餘以此類

推，因為各變數與本身自己的相關係數都是1，所以上述矩

陣之主要對角線元素都是1，又因為rkk`= rk`k，所以矩陣rxx為

一個對稱性。



2.第二個矩陣以rYX表示，是由反應變數Y與每一個X變數間的

簡單相關係數(一樣用符號 rY1，rY2等等表示)所組成的向量：

(7.48)

現在考慮 (7.45)                                                     的標準化迴歸

模型中經過轉換變數的 X’X 矩陣，此時的 X 矩陣為：

(7.49)
由於(7.45)標準化迴歸模型並沒有截距項，因此在 X 矩陣中
並沒有全為 1 的行，



• 同時可以經證明而得到轉換變數後的X`X 就是(7.47)中的相

關矩陣，亦即

(7.50)
因為轉換變數後的X`X矩陣是由X變數間的簡單相關係數所

組成，所有元素均介於 +1~-1 之間，故具有相同大小之等

級，如前所述，這對於計算X`X反矩陣時，捨入誤差的結

果很有幫助。



標準化迴歸係數的估計

一般複迴歸模型的最小平方標準方程式(6.24)：

與最小平方估計量(6.25)：

對於經轉換過後之變數，可以證明為：

(7.50)                                           (7.51)

其中rYX之定義如(7.48)，是由反應變數Y與每一X變數的簡

單相關係數所組成的向量，根據（7.50）與（7.51）可以得到

標準化迴歸模型（7.45）的最小平方標準方程式，以及迴歸

係數之估計量如下： (7.45)

(7.52a)

(7.52b)



其中， (7.52c)

而 迴歸係數習慣上稱之為標準化迴歸係數

（standardized  regression  coefficients）。

• 藉由下面的關係式可以轉換回原變數下的迴歸模型(6.7)中估
計之迴歸係數：

(7.53a)

(7.53b)

*
1

*
1 ,.... −pbb



對 i =1











7.6 多重共線性及其效果
Multicollnearity and Its Effects

• 在複迴歸分析中，有關於預測變數與反應變數間的關係以
及顯著性是最受關心的部份，而常見的問題：

1. 不同預測變數其效應的相對重要性如何？

2. 某一預測變數對反應變數之效應大小如何？

3. 是否存在有預測變數對反應變數之效應太小而可以從模型
中將它剔除？

4.是否有某一預測變數目前不在模型內，而有必要考慮納入
模型中？



• 然而，在許多商業、經濟、社會與生物科學方面的非實驗

情形，預測變數彼此間都有相關性，同時某些目前不在模

型中，卻跟反應變數具有相關的預測變數，也同時跟原先

的預測變數彼此間都有相關性。

• 當預測變數彼此間都有相關性時，稱為其中存在有交互相

關（intercorrelation）或多重共線性（multicollinearity）
• 多重共線性經常是特別針對預測變數彼此間相關程度很高

的情形，在此將討論多種由預測變數間的多重共線性而引

發的相關問題



預測變數無相關

• 表 7.6 為工作團隊的規模（X1）、獎金水準（X2 ）對於
（Y）效應的小型實驗資料。預測變數 X1 與 X2 無關，

亦即 r12
2=0，其中 r12

2 表示X1與X2間的簡單判定係數。



• 表 7.7a則配

適了迴歸函

數，以及X1
與X2同時在

模型中的變

異數分析

表。

• 表 7.7b只有

預測變數X1
在模型中。

• 表 7.7c只有

預測變數X2
在模型中。



• 值得注意的是表 7.7中X1迴歸係數b1=5.375，此一結果不論

X2是否在模型中都一樣，而同樣的現象是b2=9.250，會發生

此一現象的原因為兩個預測變數X1與X2無相關性所致。



另外關於誤差平方和部份，表 7.7中額外平方和SSR（X1| X2）

恰等於只有X1在模型中時的迴歸平方和SSR（X1）：

SSR（X1| X2）＝SSE（X2 ）－SSE（X1, X2）

＝248.750－17.625＝ 231.125
SSR（X1 ）＝ 231.125

額外平方和SSR（X2| X1）恰等於只有X2在模型中時的迴歸平

方和SSR（X2）：

SSR（X2| X1）＝SSE（X1 ）－SSE（X1, X2）

＝188.750－17.625＝171.125
SSR（X2 ）＝171.125

當兩個或兩個以上的預測變數無相關性時，某一預測變數在

其他預測變數已經納入模型下，所能對降低誤差平方和之邊

際貢獻，會等同於該預測變數單獨在模型中時的貢獻。



預測變數完全相關下的問題本質

在此假設當兩個預測變數為完全相關的情形，表7.8為一個反應

變數與兩個預測變數下，收集四個樣本觀測值的例子，A先生

配適了一個第一階複迴歸函數： (7.57)
A先生配適後之結果如下： (7.58)

在表7.8中列出了配適值。



• 而同一時間B小姐也針對同樣的資料配適了(5.57)的第一階複
迴歸函數，卻得到結果如下： (7.59)

• 事實上有無窮多個可能的反應函數可以完全配適，其原因是
兩個預測變數具有下列的完全相關性： (7.60) 

• 配適的反應函數（7.58）
與（7.59）是全然不同的

反應曲面，如圖7.2所示

而兩個反應函數只在其相

交處具有相同的配適值，

其條件正是滿足(7.60)。



2. 由於許多不同的反應函數可能都具有良好的配適，而無法
將任何一組迴歸係數視為反應不同預測變數的效應，所以
在（7.58）中b1＝1而 b2＝18並不表示X2就是主要的預測變
數，而X1是次要角色，因反應函數（7.59）提供了同樣好的
配適，但是其迴歸係數的大小卻恰好相反。

• 因此若是像上述的例子一樣，兩個預測變數為完全相關的情
形，而資料中無任何誤差成分存在，則有無窮多個可能的反
應函數可以完全配適資料，且當（X1, X2）之組合恰巧滿足
X1與X2之關係時，將會得到相同的配適值，不過卻是在不同
的反應曲面上，而且當（X1, X2）之組合不滿足X1與X2之關
係時，得到不同的配適值。

上例中隱含了兩個重點：

1.當X1, X2為完全相關時，對於資料做出良好配適之能力並不
會受到影響。



多重共線性效果

1.一般而言，當預測變數中的某一部份，或是全部的預測變數

存在相關性時，只要推論或預測範圍是保持在觀測區域內，

則上述問題並不會妨礙到配適出一個適當的反應函數，也不

會影響對於平均反應的推論或是新觀測值的預測

2.前述案例中關於同樣有良好的配適，卻存在有不同形式的迴

歸函數，在實務上的意義是，如果預測變數間有高度相關

性，則所估計的迴歸函數將有很大的變異，也就是每一組樣

本所估計出來的迴歸係數將會差異很大，也因此而可能對於

真實的迴歸係數，較有可能得到不精確的訊息。

3.通常將迴歸係數解釋為在其他預測變數固定的情形下，對應

的預測變數每增加一各單位，會造成反應變數期望值的改變

量。不過在多重共線性存在時，上述解釋就不完全適合了。



3a.雖然在觀念上是指維持其他預測變數的固定，而僅僅只變

動某一個預測變數，然而對於高相關性的預測變數而言，

實務上是很難做到的。

例如，當我們考慮雨量與日照時數對於農作物產量的影響

時，由於迴歸模型中的兩個預測變數間之高相關性，因而

很難控制成為固定某一個預測變數，而僅僅改變特定的預

測變數，因此，對於高相關性的預測變數而言，不能簡單

地將迴歸係數解釋為邊際效應的測量。

利用人體脂肪量的例子來說明多重共線性效果，表7.1是部

份基礎資料，表7.2是迴歸程序的結果，圖7.3則是關於預測

變數的散佈圖矩陣以及相關矩陣，



從散佈圖矩陣中可以看出預測變數X1與X2的高相關性，同時

相關矩陣也顯示出 r12＝0.924，從另一方面來看，X3與X1或X3
與X2的相關性則沒有很高，而相關也顯示出r13＝0.458、r23＝

0.085。（不過如果將X1與X2聯合起來，與X3的複判定係數則

高達.998。）



對迴歸係數的效果

對迴歸係數的效果從表7.2知道三頭肌外表厚度 X1 的迴歸
係數，明顯受到模型中包含了哪些預測變數而不同：

模型中的變數 b1  b2

X1 0.8572       －
X2                   － 0.8565
X1,X2 0.2224    0.6594
X1,X2, X3                4.334      -2.857

上述問題同樣也發生在 X2的迴歸係數，事實上當X3加入
了同時含有X1與X2的模型時，b2甚至會改變正負符號。



對額外平方和的效果

當預測變數間存在有相關性時，任何一個預測變數被引進模

型中時，對於降低誤差平方和的邊際貢獻，將會因模型中有

哪些預測變數而不同，例如表7.2所提供X1的額外平方和：

SSR(X1)=352.27
SSR(X1|X2)=3.47

由於X1與X2間以及分別對反應變數均存在有高度相關性，

以至於 SSR(X1|X2) 相對於 SSR(X1) 顯得很小，因此當X2已

經存在模型中時，則加入預測變數X1，對於降低誤差平方

和的邊際貢獻將會相對地小很多，這是由於X2已經提供了

許多X1所能提供的訊息。相同的情形出現在表7.2中的 X2，

此時 SSR(X2| X1)＝33.17，相對於SSR(X2)=381.97顯得很

小。



對 s{bk}的效果

表7.2中人體脂肪量的例子，看到迴歸係數 b1 與 b2 如何隨

著預測變數的增加而更不精確(標準差數大)：

模型中的變數 s{b1}           s{b2}

X1                                  0.1288            ─

X2 － 0.1100

X1, X2 0.3034         0.2912 

X1, X2, X3   3.016           2.582

這是由於預測變數間有著高度的多重共線性，因而擴大了

迴歸係數估計的變異性。



對配適值及預測值的效果

表7.2人體脂肪量的例子，注意到隨著模型中加入了新的變數

後，預測變數間多重共線性，並未妨礙衡量誤差項變異性的

均方誤差，呈現穩定下降的趨勢：

模型中的變數 MSE

X1 7.95                                  

X1. X2 6.47 

X1, X2, X3                    6.15   

此外，只要在預測變數的觀測範圍內，關於配適值的精確
度，並不會因為模型中加入了具有相關性的預測變數，受到
影響。



在人體脂肪量的例子中，考慮只採用三頭肌外表厚度
（X1）作為預測變數，在此對於 Xh1=25.0 下人體脂肪量配
適值的估計，以及估計的標準差分別為：

Ŷh =19.36， s﹛Ŷh﹜= 0.632
當具有高度相關性的預測變數也一併加入模型中時，例如大
腿周長（X2），對應 Xh1=25.0、Xh2=50.0 下，人體脂肪量
配適值地估計，以及估計地標準差分別為：

Ŷh=19.36 ，s﹛Ŷh﹜= 0.624
加入的預測變數與原先的預測變數具有高度相關性，估計的
平均反映其精確度，跟原來的模型相差不大， 如果三個預
測變數一併加入模型中時，對應 Xh1=25.0、Xh2=50.0與
Xh3=29.0 下，人體脂肪量配適值的估計，以及估計的標準差
分別為：

Ŷh =19.19， s﹛Ŷh﹜= 0.621
因此，在模型中加入了具有相關性的第三個預測變數，也不
會使預測值精確度受到影響。



對βk同時檢定的效果

• 在複迴歸的模型中，有一個經常被誤用的分析就是對於每一

個迴歸係數，透過（6.15b）的 t*統計量：

t* = 

逐一檢定βk=0，k=1,….p-1。就算是推論的程序同時進行，

如果預測變數間具有高度相關性，則推論還是可能有問題。

}{ k

k

bs
b



1.若是多重共線性情形嚴重，就會使X`X行列式值接近零，

因此當發生多重共線性情形嚴重時，應該於標準方程式的

計算中，先特別進行過（7.44）變數相關轉換。

2.預測變數間的高度相關性，導致估計的迴歸係數不精確。

3.當X1與X2相關性提高時，變異數也會隨之提高。

4.當某一組預測變數與反應變數間具有相關性，但是關於個

別迴歸係數的檢定，可能會因預測變數間多重共線性的問

題，而得到迴歸係數均為零的結論。



對於多重共線性所需的更有效診斷方法

• 當預測變數間的多重共線性的問題，在解釋上使用迴歸模型

的配適時，會產生重要的作用，通常使用預測變數間的成對

簡單相關係數，可以有助於我們辨識多重共線性，不過有時

嚴重的多重共線性的問題卻未能在成對簡單相關係數中表現

出來。

• 於10章中介紹一種更為有效的工具（變異數膨脹因子VIFk= 
1/(1-Rk

2)<10），以助於我們便是嚴重的多重共線性。


