
第 1 1 章
單一預測變數線性迴歸
Linear Regression with One 
Predictor Variable

簡單線性迴歸 第 l 部分



迴歸分析（Regression analysis）
一種研究兩個或多個量化變數間關係之統計方法，作用
在於透過某些變數來預測所關心的反應變數。

應用實例：廣告支出與營收之關係來預測產品之銷售



1.1  變數間之關係
• 兩變數間的關係區分函數關係（functional relation）與統計

關係（statistical relation）兩種

• 兩變數間之函數關係

通常兩變數間之函數關係可以透過數學方程式來表達，如果
利用 X 表示獨立變數，Y 表示相依變數，則兩變數間之函數
關係形式為





• 兩變數間之統計關係

一般而言，具備統計關係的觀察值並不會完美地出現在關係
線上。









1.2  迴歸模型與用途
（Regression Models and Their Uses）

起源

• Francis Galton 先生於十九世紀末，用於研究父母身高與子
女身高之相關性，發現子女身高有「迴歸於群體之平均水
準之傾向」

基本概念

迴歸模型表示下料兩種統計關聯

• 反應變數Y受到不同的預測變數X之影響，所表現的系統
性規律

• 資料散佈點於統計關聯線附近的情形

透過下列之假設可將迴歸模型具體化

• 對於不同的 X，Y 具有其特定之機率分配

• 具有特定之機率分配之 Y，其平均數將隨 X 表現出系統性
之規律





具有多個預測變數下的迴歸模型

迴歸模型可能超過一個預測變數，例如

• 一個消費性金融環境中，對 67 家分支機構所進行的調查
研究；反應變數 Y 為全年之營運成本，而影響 Y 的預測
變數 X 可能有四個：每筆貸款之平均金額 X1、貸款之平
均件數 X2、處理中之新貸款總件數 X3及辦公室員工支
薪資指數 X4。

• 農場曳引機購買案；反應變數Y為曳引機總購買量（單位
馬力），預測變數X則多達有九個，例如曳引機之平均使

用年齡、農場數目、農作物產量指數、、、、、。

當迴歸模型包含超過一個預測變數時，圖1.4 之模型必須
透過更高維度之空間表示，如 X1 及 X2，將同時影響反
應變數 Y 之機率分配與平均值，此關係可以一個迴歸曲
面來表示。



迴歸模型架構

• 預測變數的選取

考慮有限的幾個預測變數來建立所需的迴歸模型

權衡取捨哪些預測變數值得加入模型中

增加的預測變數與反應變數是否有因果關係

• 迴歸關係的函數形式

透過相關理論找到適當的函數形式

一次線性或二次平方迴歸函數常是初步的迴歸模型。

• 模型的範圍

適用範圍或區段決定於研究調查之設計或現有資料限制
（不可外插）

迴歸分析用途

• （1）敘述（2）控制（3）預測

• 用途相互重疊



迴歸與因果關係

反應變數Y與預測變數X之間存在統計關係，並不意味Y
與X必然存在有因果關係，如學童識字數量X與書寫速度
Y，可能存在其他變數如學童年齡或受教育量。

即便存在強烈統計關係推論出當中因果關係，此因果關
係卻未必是X影響Y，如進行溫度計的校正時，利用迴歸
關係來評估溫度計的讀數X與實際溫度Y，事實上是Y影
響預測變數X。

迴歸分析不能提供任何有關因果型態之訊息，必須輔以
其他分析條件來完成因果關係條件之建立

電腦操作

由於常伴隨許多冗長而繁雜的計算，藉助電腦計算能力
完成迴歸分析，大多數的統計套裝軟體均提供迴歸程
序，MINTAB，SAS，SPSS，MATLAB（EXCEL）



1.3 誤差分配未知之簡單線性迴歸模型

• 模型的標準敘述

• 最基本的單一預測變數之簡單線性迴歸模型

(1.1)
上式 為反應變數在第i次實驗下之結果，

與 均為參數

為已知之常數，代表了預測變數在第 i 次
實驗時之值

為隨機誤差項，期望值E{      }=0 ，且

變異數σ2  {      }= σ2 ， 與 無相

關性，i = 1,2,…,n。
εj



（ 1.1）
上式（ 1.1）稱為單一、參數線性又預測變數亦為線性之
迴歸模型

僅存在一個預測變數，『單一』

因模型中參數不具備有指數、相乘項或互除項之型態，
所以稱為『參數線性』

預測變數之型態為一次式，『預測變數為線性』

當迴歸模型的參數線性且預測變數亦為線性時，此迴歸
模型「一階模型」

模型的重要特性

1.  在第 i 次實驗下之反應量 Yi 是由兩個部分相加所共同組
成：1.常數項： 2.隨機項： ，故 Yi也是
一個隨機變數



2. 由於 E{      }=0 ，當 X 在第 i 次實驗時之值 Xi 時，反應量

Yi  來自平均數 (1.2)
之機率分配，因此模型(1.1)之迴歸函數為

(1.3) 
3. 當第 i 次實驗下反應量Yi與迴歸函數兩者之差 為誤差項

4. 誤差項被假設為具有常數變異數σ2 ，故反應量 Yi 也具有

相同的常數變異數 (1.4)
透過式子 (A.16a)：

5.模型假設誤差項之間無相關性，亦即， 與 無相關

性，故任何一次的實驗結果 Yi 均不會影響實驗結果 Yj

6. 對於(1.1)迴歸模式，對不同的 X 均隱含了假設反應量 Yj

來自平均數 與變異數σ2  之機率分配，且

實驗結果Yi 與實驗結果Yj 彼此間無相關

εj







迴歸參數之意義

(1.1)

• 上式迴歸模式(1.1)中參數β1 及β0 稱為迴歸係數( regression 
coefficient )，β1 表示此迴歸直線的斜率，表示 X 每增加一

單位，Y 之機率分配的期望值所改變之量，β0 表示此迴歸

直線通過Y軸之截距。

• 如果模型範圍不包含 X=0，則截距β0本身並不具備任何特
殊意義





不同版本的迴歸模型

• 令 表示恆為1之虛擬變數，則迴歸模型(1.1)可以用如下

之表示方式： (1.5)
此種形式之模型將讓每一個迴歸係數均與 X 相結合。

• 另一種迴歸模型的形式是利用預測變數之離差代替 Xi，則

迴歸模型(1.1)可以表示如下：

• 所以此一版本之迴歸模型可以表示為：

(1.6)
其中， (1.6a)



1.4  迴歸分析資料
正常情況下迴歸模式(1.1)中迴歸係數β1及β0 之值，必須
經由資料的分析來發展適當的迴歸模式。迴歸分析之資料
區分為非實驗性資料及實驗資料

• 觀察資料

非實驗性資料，主要限制在於此類資料無法提供合適的因
果關係訊息，如員工之年齡與請病假的天數成正比的關
係，其實未必可直接推論出兩者是年齡康健之因果關係，
可能年輕員工為內勤人員，而高齡員工為外勤人員或工作
地點

• 實驗資料

採用可控制的實驗來收集資料，以提供迴歸參數估計用，
由於透過解釋變數進行隨機指派，以取得迴歸分析所需之
資料，這樣的實驗結果具有較強烈的因果關係訊息，其理
由是因為透過隨機化的安排，會使得可能影響反應變數的
其他可能變數，其影響效果將趨於平衡



完全隨機化設計

控制解釋變數如 X 大小，在實驗設計中稱為處理
(treatment)，而被列為研究的對象稱為實驗單位(experiment 
unit)，控制解釋變數的方法則是透過隨機指派給每一實驗
單位

透過隨機指派處理給每一個實驗單位是一種最基本的統計
方式稱為完全隨機化處理(completely randomized design)，
是指所有處理指派工作給實驗單位的各種不同的組合，發
生的機率都一樣大

完全隨機化處理可適用於多種不同處理時，進行樣本大小
不一樣之實驗。



1.5 迴歸分析步驟概述

往後所提之迴歸模式均適用
於觀察資料與完全隨機化設
計下的實驗資料

• 基本要求：滿足迴歸模型所
要求的基本假設

迴歸分析步驟概述

• 模型的推論為迴歸分析的第
一步，一般情形其實無法事
先確知適當的迴歸模型，故
對資料進行探索性分析是首
要工作，如圖 1.8



1.6 迴歸函數估計

• 可以透過觀察資料或實驗資料，這些資料是透過解釋變數或
預測變數X，以及與其對應的反應變數Y所構成的。

• 每一次的實驗結果均將產生一個 X 與一個 Y，以符號(X1,Y1 )
表示(X,Y)在第一次實驗下的值，而符號(Xi，Yi)表示(X,Y)
在第 i 次實驗下的值，其中 i = 1,…,n 。



最小平方法 (method of least squares)

為了求得迴歸參數β1 及β0 之估計量，是透過最小平方
法(method of least squares)

• 對於每一觀察值(Xi, Yi)，最小平方法考慮了 Yi 與本身期望
值之離差：

(1.7)
• 而最小平方法便是將上述 n 個離差平方後取總合，用符號

Q 來表示：

(1.8) 
• 根據最小平方法之原理，計算出β1及β0 之的估計量為 b0

與 b1，計算 Q 為最小之數









最小平方估計量

• 採用解析的方法找出滿足迴歸模型(1.1)，可以證明出最小
的 Q 值所對應之 b0 與 b1 需同時滿足下列聯立方程式：

(1.9a)

(1.9b)

• 由 P1-17 說明可得出聯立方程式 (1.9a) 與 (1.9b) 稱為標準
方程式， b0 與 b1分別稱為β 0 與 β 1的點估計量。

• 透過標準方程式(1.9)可以同時解出 b0 與 b1 如下：

(1.10a)

(1.10b)



最小平方估計量之性質

有一重要定理稱為「Gauss-Markov定理」，陳述如下：

在迴歸模型(1.1)                                  之假設條件下，透過

最小平方法得到之估計量 b0 與 b1 (1.10)式，是一組不偏

(unbiased) 之估計量，同時在所有不偏線性之估計量中，

該組估計量之變異數為最小。 (1.11) 

• b0 與 b1是一組不偏估計量；E{b0} = β 0 與 E{b1} = β 1

• b0 與 b1在所有不偏之之估計量，具有最小變異數







計算 b0 與 b1

先計算 Xi-X 與 Yi-Y這兩個離差數量，結果在表1.1中的第三
欄與第四欄

兩者之交叉乘積項 (Xi-X)(Yi-Y) 與離差平方 (Xi-X)2 分別在表
1.1中第五欄與第六欄，第七個欄位計算的離差平方(Yi-Y)2 





Y = 62.37 + 3.57 X



平均反應值之點估計

• 估計迴歸函數 迴歸函數 (1.3)：
若其參數分別為樣本估計量 b0 與 b1 ，可以下式估計迴歸函
數

(1.12)
其中 Ŷ (讀成Y-hat) 指當預測變數 X 在該水準下之估計

迴歸函數值(平均反應值的點估計)。反應變數所表現之數值
大小稱為反應值，E{Y} 稱為平均反應值，(mean 
response)，平均反應值 E{Y} 就是當預測變數 X 在該水準
下 Y 之機率分配的平均數，而 Ŷ是指當預測變數 X 在該水
準下 Y 之平均反應的點估計，而Ŷi ：

(1.13)

是指第i 個配適值，並且必須要區分出配適值 Ŷi 與觀測
值 Yi 兩者之不同。



Y = 62.37 + 3.57 X







• 替代模型(1.6)   如果考慮模型(1.6)：

則 β1 之最小平方估計量仍然是 b1 ，而 ，所以
根據(1.10b)：

(1.14)
所以替代模型(1.6)所估計之迴歸函數為：

(1.15)



• 殘差

第 i 個殘差（residual）是指觀測值 Yi 與配適值 Ŷi 之間的
差，我們用符號 ei 表示，並做如下之定義：

(1.16)
對迴歸模型(1.1)，殘差ei變成：

(1.16a) 



• ei = Y1- Ŷ1 = 399 - 347.98 = 51.02，圖中可以看出殘差大小根
據 Yi 與所估計迴歸函數之垂直離差而定(即對Ŷi之離差)。



特別需區分的是誤差 εi = Yi - E{Yi}，而殘差 ei = Yi - Ŷi ，前者
誤差是Yi 對於真實歸迴線之離差，所以是處於未知之狀態，而
殘差是指觀測值Yi與所估計出之歸迴線上配適值 Ŷi 之間的垂
直離差，所以是已知。



• 配適迴歸線之性質

以最小平方法所估計之歸迴直線有一些之性質

1.殘差總合為零：

(1.17) 
2.殘差平方和 為最小值，而這正是最小平方法所要求的
條件，在(1.8)中要求極小化 Q。

3.觀測值 Yi 總合與配適值 Ŷi 總合相等： (1.18)



4.以Xi作為殘差ei之權重，並且計算總合時，其結果亦為零：

(1.19)

5.利用(1.17)與(1.19)之結果，以 Ŷi 作為殘差 ei 之權重

時，並且計算其總合，結果亦為零： (1.20)

6.迴歸直線必定通過點（ ¯ ， ¯ ）。X Y



1.7 誤差項變異數σ2之估計

• 迴歸模型（1.1）中的誤差項 ε之變異數 σ2 可以用來當作

Y 之機率分配變異性的指標

σ2 之點估計

單一母體

• 單一母體變異數σ2是透過樣本變異數 s2 來進行估計的，

而計算樣本變異數之方法，是考慮觀測值 Yi 與估計的離差

經過平方後取總合：

• 上述過程我們稱為平方和（sum of squares）



• 最後是除上它的自由度（degress of freedom），在此處自
由度為 n－1，因為透過樣本平均數 來估計未知的母體平
均數μ，因此失去了一個自由度，所以常用的樣本變異
數 s2 如下：

s2 =                      / (n-1)
樣本變異數常被稱為均方 (mean square)

迴歸模型
• 迴歸模型計算平方和，是以觀測值 Yi 與平均數之離差，是

根據平均數之估計值 Ŷi而進行，所以此處之離差即為前述
之殘差：

而平方和為：

(1.21)

其中SSE表示誤差平方和 (error sum of squares)或殘差平
方和 (residual sum of squares) 。



• 平方和 SSE 自由度為 n – 2，所損失的兩個自由度是發生在
進行平均數之估計值 Ŷi 時，須先估計β0 與β1 這兩個參
數，因此較為適合的均方或 s2為：

(1.22)
其中MSE表示誤差均方(error mean square)或殘差均方
(residual  mean squares) 。

• 在迴歸模型(1.1)中，可以證明出MSE為σ2的一個不偏估計
量，亦即：

(1.23)
而標準差σ之估計量為MSE之平方根，或 。





EXCEL檔 - CH01TA01





1.8 常態誤差迴歸模型

不論誤差項εi（或是觀測值Yi）之機率分配是何種形式，

最小平方法提供了β0 與β1 之不偏點估計量，同時在所有

線性不偏之估計中，該組估計量之變異數為最小。

然而如果想要進行區間估計或檢定，就必須對於誤差項εi
進行某些形式的機率分配之假設，通常我們會假設誤差值

服從常態分配，這樣的假設將有助於簡化迴歸分析之理

論，並且在許多應用迴歸分析之問題上，也被認同。



• 模型

常態誤差迴歸模型如下：

(1.24)

其中， Yi    為反應變數在第i次實驗下之結果

Xi    為已知之常數，代表了預測變數在第i次
實驗時之值

β0 與β1 均為參數，

獨立且服從常態分配 N(0，σ2 )， i = 1, …, n
說明

1.符號 N(0, σ2) 表示常態分配，平均數為 0，變異數σ2 。

2.迴歸模型（1.24）與迴歸模型（1.1）除了前者假設誤差項εi
服從常態分配 N(0, σ2) 外，兩者為相同之模型。



說明

3.因為迴歸模型（1.24）假設誤差項εi 服從常態分配，在模

型（1.1）中假設εi無相關性，就是常態誤差模型獨立性。

4.迴歸模型（1.24）也說明了Yi是互相獨立之常態隨機變數，

其平均數與變異數分別為 E{Yi }= ßo+ß1X1 與σ2 。

5.誤差項的代表涵義常是一些不被模型考慮且與X無關效

果，在許多情形下對誤差項進行常態性的假設是合理。



最大概似估計法下之參數估計

• 當誤差項的機率分配函數形式被指定後(常態分佈)，參數

ßo、ß1 與σ2之估計量將可以透過最大概似估計法（method 
of maximum likelihood estimation）得到；基本上是在找出一

組與樣本資料最為一致的參數值。

• 單一母體

考慮一個標準差σ＝10，但是平均數未知是常態分配，從

該分配中抽樣 n＝3 個隨機樣本，觀測值 Y1＝250，Y2＝

265， Y3 ＝259，想知道平均數μ是多少時最有可能得到上

面三樣本觀測值。



• 圖 1.3a 為如果μ＝230、σ＝10 的常態分配圖形以及三個
樣本觀測值得相對位置，三個樣本觀測值都是在圖中右尾
的位置，所以μ＝230與樣本資料似乎不一致。

• 圖 1.13b 為如果μ＝259 、σ＝10 常態分配圖形以及三個樣
本觀測值得相當位置，此時三個樣本觀測值都是在圖形中
間附近的位置，因此μ＝259相對於μ＝230而言，與樣本
資料較為一致。

觀測值 Y1＝250，Y2＝265， Y3 ＝259



• 最大概似估計法是利用不同觀測值 Yi 在其機率分配中分別

的密度（亦即密度曲線在 Yi 之高度）作為觀測值一致性的

衡量。

• 考慮例中的觀測值Y1，若Y1在尾部（如圖1.13a），則曲線

高度相當小；若Y1在較靠近中間的位置（如圖1.13b），高

度會比較高。



• 利用附錄 A 所提之常態分配的密度函數(A.34)[A.4-PA7]，可

以得到Y1的密度，以符號 f1表示，圖1.13中兩個情況的μ值

其 f1 分別為：常態分佈之隨機變數Y1 = 250 (P1-27)

μ =230 :

μ =259 :

• 兩個情況的μ值其三個樣本觀測值如下： f2、 f3 [P1-27]

0.398940.000595Y3＝259，f3

0.333220.000087Y2＝265， f2

0.0266090.005399Y1＝250， f1

μ=259μ=230

觀測值 Y1＝250，Y2＝265， Y3 ＝259



• 最大概似估計法是利用密度乘積（亦即此處高度的乘

積），作為參數值與樣本資料一致性的衡量，此積稱為參

數值μ之概似值（likelihood value ），以符號 L（μ）表

示，如果μ值與樣本資料越一致，則密度將越高，於是相

乘積（即概似值）也將相對地高

• 在上例中，兩個不同的μ值其概似值分別如下：

L(μ=230) = (0.005399)(0.000087)(0.000595) = 0.279×10-9

L(μ=259) = (0.026609)(0.33322)(0.039894) = 0.0000354

• 本例中平均數 258，母體平均數平均數μ的得最大概似估

計量為 258，事實上，L（μ＝258）＝0.0000359的確比L
（μ＝259）＝0.0000354略高。



• 最大概似估計法選擇能讓概似值最大的μ值，做為最大概

似估計值，如同最小平方法，它也有兩個方法可以求得，

分別是透過數值方法有系統地搜尋以及透過解析方法求

解。

• 在上例中，我們若是透過解析的方法求得最大概似估計

量，可以證明常態母體平均數μ的最大概似估計量為樣本

平均數Y，本例中樣本平均數 Y ＝ 258，所以母體平均數

平均數μ的得最大概似估計量為 258，L（μ＝258）＝

0.0000359 較高

• 如果將密度的相乘積視為未知參數的函數，則該函數稱為

概似函數（likelihood value），在上例中已知σ＝10，所

以概似函數為：



• 圖1.14為利用電腦針對本例，透過許多個不同的μ計算分別

的概似函數值



迴歸模型

• 單一母體平均數的得最大概似估計觀念，可以直接用在常態
誤差迴歸模型（1.24）的參數估計上。在此模型下每一個Yi
均服從平均數 E{Yi} = β0 + β1X、標準差σ的常態分配。利用
前面有關耐性實驗例子說明迴歸模型下的最大概似估計法，
直接假設σ＝2.5，想計算出當參數 ßo=0、ß1=0.5 下之概似值

• 對第一位研究對象，X1 = 20，機率
分配之平均數為 ßo+ß1X1 = 0+0.5(20) 
=10.0，如圖 1.15a，平均數為10.0，
標準差σ＝2.5之常態分配，觀測值
Y1 = 5 是位於此分配的左尾，所以密
度相對較小



• 第二位研究對象，X2 = 55 ，如圖 1.15b，機率分配之平均數

為 ßo+ß1X1 = 0+0.5(55) = 27.5 ，在圖1.15b中為平均數為

27.5 ，標準差σ＝2.5 之常態分配，此時 Y2 = 12，因其密度

相當低，完全不像是來自此分配之樣本。

• 第三位研究對象，X3 = 30 ，如圖 1.15c，機率分配之平均數
為 ßo+ß1X1 = 0+0.5(30) = 15.0 ，此時 Y2 = 10，因其密度相當
低，也非常不像是來自此分配之樣本。



• 圖 1.15d 綜合上述訊息，畫出迴歸函數 E{Y} = 0 + 0.5X，三
個樣本以及三個相對的常態分配，顯然此一迴歸直線的配
適非常差，同時其密度值也很低，所以 ßo＝ 0 與 ß1＝ 0.5 
與樣本資料並不一致。



• 同樣計算個別的密度，對於 Y1 = 5、 X1 = 20，當 ßo = 0 與
ß1 = 0.5 時，平均數為 ßo+ß1X1 = 0+0.5(20) =10.0：(P1-28)

第一個樣本之密度 f1                     0.021596

第二個樣本之密度 f2 =  ……………………… = 0.7175×10-9

第三個樣本之密度 f3 = ……………………….. = 0.021596

• 概似值為: 

L(ßo = 0 與 ß1 = 0.5 ) = (0.021596) (0.7175×10-9) (0.021596) 

= 0.3346 ×10-12



• 一般而言，在常態誤差迴歸模型(1.24)中，利用E{Yi} = ßo
+ ß1Xi 與 σ2 {Yi} = σ2 ，可以計算出觀測值 Yi 之密度：

(1.25)

對於 n 個觀測值Y1, Y2,..., Yn，其對應之概似函數為(1.25)中
個別密度值的相乘積，因為誤差項之變異數σ2通常未知，

所以概似函數為參數ßo、ß1與σ2之函數：

(1.26) 



• 能夠最大化(1.26)概似函數的一組ßo、ß1與σ2 值即為最大概
似估計值，而分別以符號 、 與 表示。這三個估

計量解析出後之結果如下：

(1.27)

• 故 ßo與 ß1 的最大概似估計量跟最小平方法相同，但是變

異數的最大概似估計量有偏，以不偏估計量 MSE 取代且
與最大概似估計量 差別不大，特別是當 n 夠大時：

(1.28) ×







變異數分析Analysis of Variance 或ANOVA- SAS 
GTL 或 ANOVA 程序，除了ANOVA之F檢定外，GTL程序
或ANOVA程序提供了多重平均數比較的檢定方法，這些比
較方法包括有班佛尼氏(Bonferroni) t 檢定、沙菲氏(Sheffe)檢
定，土其氏(Tukey)檢定、LSD



某生產線選定四種不同的機台來量測生產產品的產量，所
得數據如下，試問四種不同的機台來量測生產產品的產量
是否有差異 machine

1 2 3 4
349.4 347.8 350.8 349.8
348.0 349.2 350.1 351.4
349.8 347.8 348.9 350.9
344.5 348.1 351.2 349.5
353.5 348.1 349.6 346.8
345.8 347.6 348.5 350.9
346.8 348.3 350.9 351.0
344.7 347.1 349.6 349.5
348.3 346.5 351.0 351.6
347.6 347.6 351.2 347.6

單因子變異數分析 ANOVA



調查男女學生在不同住處（學校宿舍、自宅、校外公寓及分租
房間）其每週的飲酒量如下，每住處選 8 位學生男女生各半

雙因子變異數分析 ANOVA


